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Conceitos Preliminares

Forma Geral da Equacao de Uma Reta
Ax+By+C=0

Distancia Entre Dois Pontos do Plano

Sendo P = (xpyp) € Q = (X yo) Pontos do Plano a
Distancia Entre Ele é Dada Por:

2

2
dPQ:\/xP_xQ +{yP—yQ}



\ Consideremos uma reta

T r, cuja equacao é:
/ ax+by+c=10
G S
"N

eum ponto 7= (x,, yy) £ r

A distancia entre o ponto 7 e a reta r é a
medida do segmento perpendicular a reta r e

que tem como extremidades um ponto de r e 0
ponto 7.



Passemos pelo ponto T
uma reta s paralela a r.

Como s ¢ paralelaar
entao sua equacao ¢ da
forma:

ax +by+c’=10



Distancia de Um Ponto a Uma Reta

r ¥ T \\#/
& Tracemos uma reta 7

perpendicular a reta r,
perpendicular a reta s e
_ | que passe pela origem
t o do sistema.

O coeficientes angulares de » e s sao dados por: m=—

a
b
Portanto o coeficiente angular de 7 devera ser:

mt.mzmt.

b
B Daia equacio reduzida da reta 7 é: yzgx

lDe onde se deduz a Equacao Geral: U ay—bx=0 7




\ ax Observe que 7
intercepta » no ponto P
P%L e s no ponto Q.
: . O quadrilatero POTU é
um retangulo, logo:
UI'=PQ=d.

d;.— Distancia do ponto 7 a reta 7.




o W
\ © Temos que:
PO=d
Py Q PQ
" dpp— Distancia entre
: S os pontos P ¢ Q.

Sendo: P=(xp,yp) € Q=(xp,¥))

Sabemos que a distancia entre P e Q é dada por:

dPQ:\/[ P Q]z [yP yQJ

2




Distancia de Um Ponto a Uma Reta
Determinacao de \ oy
Xp> Vps Xg5 Vo

Temos as retas:

-

rrax +by+c=20
s:ax+by+c' =0
| tray-bx =10

. .
t U

N

P—)rﬂt SOIUC}ENIOdOSistema) { r:oax + by+c = ()
t:ay-bx =10

O—sNt Solucdodo Sistema | s:ax+by +c¢' =0
| ttay-bx=10



Determinacao de xp, yp

P—r(t Solugaodo Sistema> { rrax +by+c=10
t:ay-bx =10

ay-bx=0= ay= bx=y= (blajx 1

Substituindo I na equacao de r :

2 2
+b

- Clx-l—ng-l-C:O — — X=C—=> X=— ac

2 2
l ¢ [Cl‘Fbj




_ac o be

S

a2+b2}

(@ ) (@

_ ac _ be

Entao temos: | X p=— eV p=—
P a2+b2] P a2+b2J

a ) @G

Distancia de Um Ponto a Uma Reta
Determinacao de xp, yp
y= (ba)x 1
Substituindo o valor de x na expressao I:
I



Determinaciao de xp, yp

Logo:

p ac bc

i




Determinacao de x,, y,

De Modo Similar, a partir do sistema:

O—sNt Solucdodo Sistema | s:-ax+by +¢'=0
| tray-bx =10

. _ ac _bc
Determinamos: 0 ( 5 ZJ’ L 7 2)
a a

+b +b




N
dp

Determinacao da distancia entre P e Q

r Y | \I‘.-]\@/
2 2

v /8

t -
Substituindo os valores encontrados para
Xp, Yps Xp » Vo temos:

2 2

/ /
_ac | ac Lo be | b

a +b a +b a +b a +b




Determinacao da distancia entre P e Q

ac

2 2
a +b

Chzz_w

'
ac

2

2
+b

a

2

2

—d

PQ

=d

—ac+ac'

2
a

PQ

2
+b

2

—bc+bc’

2
a +b

2

ef

2 2

a +b

2

a +b

22
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Determinacao da distancia entre P e Q

Y Y

Cc —C Cc —C
dPQ: £2—% = dPQ_ (2 )2

a +b a +b




Determinacao da distancia entre 7 e r.

4
C —C ‘

Py dTr:TU:dPQ:\/ 7 90

a +b

t -
Considere 7 = (x,, y,).

Como 7T € s entao suas coordenadas satisfazem a
equacaodaretas: ax,+by,+c’ =0

l Portanto:. c¢’=-ax,-by,



Determinacao da distancia entre 7 e r.

-ax_ —by —c
c’=-ax,-by, = d = 02 yoz ‘ =
(\/a +b )
W
g -ax0+byo+c ol g = ax0+by0+c
Tr \/2 7 Ir \/2 2
a +b a +b

A distancia de um ponto a uma reta ¢ dada
substituindo-se as coordenadas do ponto na
equacao da referida reta.




Distancia de Um Ponto a Uma Reta

Nota sobre o Livro Texto

No livro a expressao da distancia de um ponto a

uma reta ¢ dada por : ax_+by —c

dT — 0 0
r
\/az+b2

ax +by +c
Entao: 0 0 =19 0

\/ az+b2 \/ az+b2

ax_+by —c

Explicacao: O autor toma a equacao
ax+by=c < ax+by-c = 0 para a reta.



pY r‘__:]

MP+ PN =0P+PQ=RP+ PS =constante

Distancia de Um Ponto a Uma Reta
Problema 1: O ponto P pertence a um lado de
um retangulo. Provar que a soma das distancias
de P as diagonais desse retangulo é constante.
I



Solucao do Problema 1:

Vamos considerar o retangulo ABCD convenientemente
posicionado nos eixos coordenados:

\r" /.\

(A=(0,0) B |
B=(0,b), b>0 B —1C

X C=(a,b), a>0
D=(a,0) } .

L P=(c,0),05c5a e ~Db

O coeficiente angular da reta AC é: ng

Como a reta AC passa pela origem, o termo
independente da sua equacio ¢ igual a zero.

Dai, a forma geral da equacao dareta AC é: bx-ay=10




Solucao do Problema 1 (continuacao):

=1

S

A equacao segmentaria da reta BD é: %Jr

Mas: %+%:1 = bx+ay=ab = |bx+ay—ab=0 ﬂ

Forma Geral da Equacao

Dai: da reta BD
‘bc+a0 ab‘ ‘ ‘ ab
d __ +d ___ = =constante
PBD PAC a +b a +b a +b
Observe que a constante encontrada ¢ a L | c

2 distancia do ponto A a reta BD :

A MD"’E"N?S
p ‘ b0+x0+ab ‘ ab ‘L/ O
= = D PPP L
l ABD \/ a2+b2 \/ az+b2




Problema 2: Determinar o raio da circunferencia
inscrita em um triangulo retangulo de catetos 3 e

4.

Solucdo:

Vamos considerar o triangulo
em questio convenientemente
posicionado nos eixos

coordenados.

>V



Solucdo do Problema 2 (continuacdo):

Na figura observamos que o Y4
centro da circunferéncia ¢ o 3
ponto (r, r).

>

T

A reta que contém a hipotenusa
possui equacao segmentaria:

X,V
4371

Dai: 3x+4y=12 ==p | 3Ix+4y-12=10 ﬁ

Forma Geral da Equacao da reta

A distancia do centro a hipotenusa deve ser igual a r, logo:

31 + 4r — 12|

V42 + 32

=T




Solucdo do Problema 2 (continuacdo):

13r 4+ 4r — 12

V42 + 32 T oy [T 120 =0T

Observe na figura ao lado que
existem duas circunferéncias, de
centro (r, r), cujos centros estao ao }>

uma distancia r da hipotenusa. -1/

4
B Como queremos a circunferéncia inscrita entio:

-




RV

N A3=(0)0)

O lado A;4; nao é vertical, ou seja, a; = 0.

Consideremos 4,4; a base do triangulo .

Seja A,P a altura relativa ao lado 4,4;.

Entao a area do triangulo é dada por:

Area De Um Tridngulo
Consideremos o triangulo A,4,A4; :
| (A ;=(a;,b;)
, < A,=(a,,b,)
I

1
A=n- A4 AP




Area De Um Tridngulo

Observe que a altura 4,P
do triangulo é a distancia
do ponto A4, a reta 4,4;.

RV

Temos que a A4,4; passa pela origem, logo a
sua equaciao geral é:

b, x-a,y=10

Portanto a distancia do ponto 4, areta A4,;4;
¢ dada por : ‘ba —a,b ‘ o

2 = 4P
\/b12+—

2

a
1



Area De Um Tridngulo

Observe, na figura, que o

A, comprimento da base

A;A; € a distancia entre
"X os pontos A;A4;

bl

dy dq

Dai: %:\/(al—Of{bl—O]z = @z\/alzﬂylz




Area De Um Tridngulo

Voltando a expressao da area do triangulo:

1
A=n- A4 AP

Sabemos que:

4 pe ‘ba —ab ‘ _ 553
2 124, 2 ¢ A3A1:\/a1 +b1

174

L0g0°

5 ; Area de um
2 triangulo
a +b _
2 2 \/ ‘ba ab ‘ com um

b +a vértice na
~ origem.




Area De Um Tridngulo

‘ b a,—a b ‘ Area de um triangulo com um
vértice na origem.

Observe que:

‘ba —abz‘ ‘ ab ba H alb2 blaz‘
9 b
Mas: alb2 bla2_ b
2 2 Q) Area de um
T 0 {la b triangulo
Portanto: A=—q| 1 bl | com um
2 |4 e
27 92 vertice na
l g ~  origem.




Area De Um Tridngulo

Caso Geral
Consideremos o triangulo 4,4,A4; :

b2: _______ Fﬁ&““m i A;=(a;, b;)
by -—-——-- Y
b;_ ————— —ﬂ{i’f"ﬁf a A2=(a2)b2)

i _ As=(a;, b;)

o
bl |




Area De Um Tridngulo

Consideremos o triangulo 4,4,A4; :

YA

Tracemos o segmento

b ________ .".'l.i‘h .
2 I~ OP equipolente a 4;4;
by -—-———-- F - - ~
b; o j{; L ~1'  Entiose P= :
CIe T T T A | .
B, ﬂ o | =
;‘f| | P ! al B a3
fl I fi.ff*: : { N b b
S e N T T '1=01-03
0 by \
04 d, 'd a
2 32 ! Tracemos o segmento OQ

equipolente a 4;4,
Entaose Q=(a,, f,):

p

OH)=ay-a;
,32= b, -b;




Area De Um Tridngulo

A
b, o — - _
’ | ;TH“%HR { Lp=ap-a;
by - VAR 3, _b,-b
b /- | o 1 3
A | |
Bl / I\:\‘l |
/| 3 | _
/T : | a,=a,-da;

T . _
"B a3 4 a, kﬂz_bz-bj’

Temos que:

Area do A OPQ) =A= %‘al'g 2—a2,8 1‘

A=} eyt ey




Area De Um Tridngulo

Por construcao:
Area do A A;4,4; = Area do A OPQ =A

Q)

AZ%‘ ay=a3[by=by|ay=as (b =b| ‘ ,

by~ T“‘-\\ Area do
by~ fro == Tridngulo
bé‘—%——— "#Tf |

L/ ) :

1_;2( f\f<§:: : A A1A2A3
__r._;:;ir”’f o |




Area De Um Tridngulo

Tomemos a expressao anterior:

A=} (a3 by by~ ay=ay by

Consideremos o seguinte desenvolvimento:

[“1_“3J [bz ‘bﬂ_[“z‘“ﬂ [b1 _bﬂ:
:albz—a1b3—a3b2—l—a 3—a2b1+a2b3+a3b1_}§g3 —

=a1b21+a2b31+a3b11—a3b21—a2b11—a1b31=

a, b, 1
=a. b. 1
a, b, 1




Area De Um Tridngulo

Entao a expressao:

=3 443/ [by=by - ay~as [y =Dy ‘
E equivalente a: D
(0 al bl 1
4=l w2 1
2 a3 b3 1
J
N

Area de Um Tridngulo
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